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CORRIGE DETAILLE DES 20 EXERCICES * REDACTION TYPE

Exercice 1— Tables de vérité

1. P P PouP
\% F \"
F V \"

La derniére colonne ne contient que V :
« P ou P » est toujours vraie (loi du tiers exclu).

9 P Q PetQ PetQ P Q PouQ
YRR v F FOF F
Vv F F \') F V \'}
F \ F \" \ F \"
F F F \" \Y \ \"

Les colonnes 4 et 7 sont identiques :
les deux propositions sont équivalentes

Exercice 2 — Ecrire avec les quantificateurs *
1. (VzeR), z2>0

2. Iz €R), z > 2?

3. Pour tout entier, il en existe un plus grand :
(VneN)(3m eN), m >n

4. (IzeR), z¢Q

Exercice 3 — Négation et valeur de vérité *
Méthode. Pour nier : on échange Y et 3, puis on nie la propriété. La négationde « A =—> B»est« Aet B ». Une proposition et sa négation ont des
valeurs de vérité contraires.

1) Négation : (3z € R), 2% < 0. 2) Négation : (Vz € R), 22 — 2 # 0. 3) Négation: (In € N), & ¢ N.

Pour z = 0: 0% = 0 n'est pas > 0. x = +/2 convient. Vraie Pourn =1: % ¢ N. Fausse

Fausse

4) Négation : (3z € R), cosz < —1ou 5) Négation : (Ve € Z), § ¢ Z. 6) Négation : (3n € N)(Vm € N), n > m.

cosz > 1. x = 4 convient : % =1€ 7. Vraie Pour chaque n, on prend m = n + 1.

Propriété connue du cosinus. Vraie Vraie

7) Négation : (3z € R)(Vy € R), y* # =. 8) Négation : (Vz € R)(Jy € R), = < . 9) Négation : (3z € R), z° > detz < 2.

Pour z = —1 : aucun réel y ne vérifie y* = La négation est vraie (prendre y = ). r=-3:9>4et—3 < 2. Fausse

—1. Fausse Fausse

Exercice 4 — Raisonnement direct * Exercice 5 — Démontrer une implication * Kk

1. Supposons a + b% = 0. Alors a®> = —b? < 0. Or a® > 0, donc
a? = 0, c'est-a-dire a = 0. Il reste b> = 0, donc b = 0.
a=0etb=0
/

2.0nécrita =2 eth = li, avec p,p’ € Zetq,q € N*. Alors
q q

!/ /
a+b— DL
qq
avecpq +p'g€Zetqd €N*. a+beQ
2 )2
3.Pourm>0:m+l—2:x 2a:+1:(a: 1) > 0.
T T T

1
T+ —->2
T

1. Supposons =1 — \/z. En multipliant par 1 + /2 # 0

1
1+ z

1=1-vVz2)1+vVz)=1-2
donc z =0

2. Supposons a® + b* = 1. On sait que (a — b)*> > 0, donc 2ab <
a’® + b = 1. Alors

(a+b)?=a>+b*+2ab<1+1=2

En prenant la racine carrée : |a + b| < V2



Exercice 6 — Raisonnement par équivalence * %

Llg—1<3 < —3<z-1<j < §<z+1<45
Les trois membres sont strictement positifs et la fonction inverse
est strictement décroissante sur |0; oo, donc :

3< +1<5 — 2< 1 <2
< Z z z

2~ -2 5 z+17 3
(Re’ciproquement,ﬁlﬁz§>0imposem+1>0etonpeut

repasser aux inverses.) L'équivalence est démontrée.

2.4/ x? + 1 existe pour tout réel z et est positif.

20 >0 z>0
VvV +1=2z < — 9
X

z? 4+ 1 = 422 = %

1 V3

doncg = — = —.
3 3

3
5= {i}
3
Exercice 7 — Disjonction des cas (entiers) *

1. Cas1: n pair, n = 2k. Alors n(n + 1) = 2 X k(n + 1) est pair.
Cas2:nimpair,n =2k + 1. Alorsn+1=2(k+ 1) etn(n+
1) =2 x n(k + 1) est pair.

Dans tous les cas, n(n + 1) est pair.

2. Le reste de la division de n par 3 est0, 1 ou 2 :

Cas1:n = 3k : le facteur n est multiple de 3.

Cas2:n =3k +1:n+ 2= 3(k+ 1) est multiple de 3.

Cas3:n =3k +2:n+1=3(k+ 1) est multiple de 3.
Dans tous les cas, n(n + 1)(n + 2) est multiple de 3.

Exercice 8 — Disjonction des cas (valeur absolue) * Kk

l.casl:z>1, |z —1|=z—1
2—z+1-(z—1)=2*-2z+2=(z—1)2+1>0.
Cas2:z <1l jz—1=1—-=z.
P—z+1-(1-z)=2>>0.

Dans les deux cas, [z — 1| < 2? —z + 1.

2.Cas1:x > 1. L'inéquation devient 3z — 4 > 0, soit x > ‘-3%.
Solutions : [%; +00 [
Cas 2:x < 1. Ll'inéquation devientx — 2 > 0, soitx > 2:
impossible avec = < 1.

4
S = [§;+oo{

Exercice 9 — Raisonnement par contraposée *

Rappel. (P = Q) <= (Q = P):on suppose le contraire de
la conclusion et on démontre le contraire de I'hypothése.

1. Contraposée : « n impair = n?2 impair ».

Sin =2k + 1, alors n? = 4k® + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1
estimpair. Donc n? pair =—> n pair.

2. Contraposée : « z+2 =2 — x=—-8»
) T+95
T
=2 —= z+2=2z+10 = z = -8.
z+5

L'implication est démontrée.

Exercice 10 — Contraposée a deux variables * ok
1.Contraposée:« (z +1)(y —1)=(z —1)(y+1) = z=y
».
zy—zrz+ty—-l=zyt+tz—-y—-1— 2y=22 — ==
y. Démontré.
2.Lanégationde«x #2ety #2»est«x =20uy = 2 ».
Contraposée: « 2z +2y —a2y —2=2 — (x =2ouy =
2) ».
20+ 2y —2y—4=0 < zy—2x—2y+4=0
— (z—-2)(y—2)=0

doncz = 2ouy = 2. Démontré.

Exercice 11— Raisonnement par I'absurde * Kk

Rappel. On suppose que la conclusion est fausse et on aboutit a une
contradiction.

1. Supposons a # b. L'égalité donne a(1 + a) = b(1 + b), soit
a—-b+a?—0=0<+= (a—b)(1+a+b)=0
Commea —b# 0:a+ b= —1 < 0. Contradiction avec a > 0
etb > (0. Donca =b.

2. Supposons qu'il existe m € N tel que vVn? + 1 = m. Alors
m? —n? = 1, soit (m —n)(m +n) = 1.
m -+ n est un entier naturel et m — n un entier : la seule
possibilité estm — n = m + n = 1, d'ou n = 0. Contradiction

avecn € N*. v/n2+1¢N

Exercice 12 — Irrationalité de \/5 >k Kk

1. Supposons V2 e Q : il existe p, g € N* tels que V2= B,
fraction irréductible. !
Alors p2 = 2q2 :p2 est pair, donc p est pair. On pose p = 2k.
On obtient 4k2 = 2¢?2, soit g> = 2k2 : g2 est pair, donc q est
pair.

p et g sont tous deux divisibles par 2 : contradiction avec « *Z—

irréductible ». /2 ¢ Q
2. Supposons a + by/2 = 0 avec b # 0. Alors v/2 = —% €Q

(quotient de deux rationnels) : contradiction avec la question 1.
Doncb =0, puisa=—bv/2=0. a=b=0

Exercice 13 — Contre-exemple *

Rappel. Pour montrer qu'une proposition « Vz, P(:L') » est fausse, il
suffit d'exhiber un z pour lequel P(z) est fausse.
_ 1 . L2 1 1
l.z=3€[0;1]:2° = ; < 5. Fausse
2.2z=-1€R*:2+1=-2<2 Fausse

B.a=b=1:vV/a?+b>=+2eta+b=2;/2+#2. Fausse

Exercice 14 — Réfuter une proposition * Kk

1.Prenonsa=1,b=2,c=2,d=1.0Onabiena # betc #d,
maisa+c=3=>b+d.
L'hypothése est vraie et la conclusion fausse :

la proposition est fausse

2. Négation : (z € R)(Vy € R), 2? — zy +y*> # 0.
Prenons z = 1 : I'équation y2 — y + 1 = 0 a pour discriminant
A = —3 < 0, elle n'a aucune solution réelle. La négation est
vraie : la proposition est fausse



Exercice 15 — Récurrence : sommes *

Méthode. (1) Initialisation : vérifier la propriété au premier rang. (2)
Hérédité : supposer P(n) vraie et démontrer P(n + 1). (3)
Conclusion.

1. Initialisation (n = 1) : 1 = 1—22 Vrai.
Hérédité : supposons 1 +2 +---+n = ﬂ'g—ﬂl Alors

1+"-+n+(n+1):@+(n+l)

_ (n+1)(n+2)
2
Conclusion : vrai pour toutn € N*
2. Initialisation (n = 1) : 1 = 12, Vrai.
Hérédité : supposons 1 + 3 + - -+ + (2n — 1) = n®. Le terme
suivantest2(n+1)—1=2n+1:

n?+(2n+1) = (n+1)?
Conclusion : vrai pour toutn € N*

Exercice 16 — Récurrence : divisibilité * Kk
1. Initialisation (n = 0): 03 + 0 = 0 = 3 x 0. Vrai.

Hérédité : supposons n® + 2n = 3k avec k € N. Alors

(n+13+2n+1)=n*+2n)+3n*+3n+3
=3(k+n’+n+1)

Conclusion : n3 + 2n est divisible par 3 pour toutn € N
2. Initialisation (n = 0) : 7° — 1 = 0 = 6 x 0. Vrai.

Hérédité : supposons 7" — 1 = 6k avec k € N. Alors

1 =7(7T"—1)+6=6(Tk + 1)

Conclusion : 7" — 1 est divisible par 6 pour toutn € N

Exercice 17 — Récurrence : inégalités * %
1. Initialisation (n = 0) : 3° = 1 > 1. Vrai.

Hérédité : supposons 3" > 1 + 2n. Alors

3 =3x3">3+6n=(1+2(n+1))+4n
>1+2(n+1)

Conclusion: 3™ > 1 4 2n pourtoutn € N
2. Initialisation (n = 5) : 2° = 32 > 30. Vrai.

Hérédité : soit n > 5, supposons 2" > 6n. Alors

2" =2 % 2" >12n =6(n+1) 4 6(n — 1)
>6(n+1)

carn — 1 > 0. Conclusion: 2" > 6n pourtoutn > 5

Exercice 18 — Somme des carrés * %

Initialisation (n = 1) : 12 = 1 et 22X3 — 1. vrai.
Hérédité : supposons 12 + - .- +n? = 7M§M. Alors
+1)(2n+1

2:TL(7L )6(n )+(n+1)2

~ (n+1)[n(2n+1) +6(n+1)]

B 6
orn(2n+1)+6(n+1)=2n*+7Tn+6= (n+2)(2n+3),
donc la somme vaut

(n+1)(n+2)(2n+3)
6

ce qui est bien la formuleaurangn + 1,carn+2=(n+1)+1

et2n+3=2(n+1)+1.

Pt 0’ (n+1)

Conclusion : la formule est vraie pour toutn € N*

Exercice 19 — L'initialisation est indispensable * %k Kk
1.Si10" — 1 = 9k, alors
10" —1=10(10" — 1) + 9 = 9(10k + 1)
donc P(n) = P(n+1).
Si10™ + 1 = 9k, alors
10" 41 =10(10" +1) — 9 = 9(10k — 1)
donc Q(n) = Q(n+1).
2. Il n'a démontré que I'hérédité. Sans initialisation, on ne sait pas

si la propriété est vraie au moins une fois :
la récurrence est incompléte

3. P(0):10° — 1 = 0 est divisible par 9. Avec I'hérédité :
P(n) est vraie pour toutn € N
Supposons par I'absurde que Q(n) soit vraie pour un certain n.
Comme P(n) est vraie, la différence

(10" +1) — (10" — 1) = 2
serait divisible par 9 : absurde.
Q(n) est fausse pour toutn € N

Exercice 20 — Inégalité de Bernoulli * %k Kk

1. Initialisation (n = 0): (1 +a)’ =1 > 1+ 0. Vrai.

Hérédité : supposons (1 + a)” > 1+ na. Comme 1 +a > 0,
on peut multiplier :

(14+a)"™ > 1 +na)(1+a) =1+ (n+1)a+ na®
>1+(n+1)a
car na® > 0. Conclusion :

(1+a)” > 1+ napourtoutn € N

2.0n applique I'inégalitt aveca=1>0: 2" > 1+n



